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网络信息模式下分布式系统协调预测控制

郑 毅 1, 3 李少远 1, 2

摘 要 工业系统中广泛存在一类由多个相互关联的子系统组成的大系统. 尽管分布式控制结构的性能没有集中式控制好,

但由于其具有较高的灵活性和容错性, 相对于集中控制更加适合控制上述系统. 在保持容错性的情况下如何提高系统的整体

性能是分布式控制的一个难点问题. 本文提出了一种分布式预测控制 (Distributed model predictive control, DMPC) 方法,

该方法通过在各子系统预测控制器的性能指标中加入输入变量对其下游子系统的影响的二次函数, 来扩大分布式预测控制的

协调度, 进而在不增加网络连通度, 不改变系统容错性的前提下, 提高系统的性能. 另外, 本文给出了基于该协调策略的带输入

约束的分布式预测控制器的设计方法, 在初始可行的前提下, 该方法相继可行并可保证系统渐近稳定.
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Networked Cooperative Distributed Model Predictive Control for

Dynamic Coupling Systems
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Abstract For the control of a class of large-scale systems, which consists of many individual subsystems, the distributed

contort framework is more suitable because of its good flexibility and error tolerant, despite the fact that its performance

is not as good as that of centralized control. How to improve the performance of the entire system and, at the same time,

maintain the flexibility and error tolerance characterises under the distributed framework is an important problem. In this

paper, a novel distributed model predictive control (DMPC) is proposed, which enlarges the coordinate degree of DMPC

through adding a quasi-function of the impact of control input to its downstream subsystems to the performance index

of each subsystem-based model predictive control (MPC). Then, the performance of the entire system is improved with

unchanged network connectivity. In addition, a design method with this coordination strategy and inputs constraints is

provided, which guarantees the recursive feasiblity of the designed DMPC and asymptotic stablility of the closed-loop

system.
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在工业过程中, 广泛地存在着一类系统, 如城市
交通系统、分布式能源系统、城市供水网络等, 这类
系统由多个子系统组成, 系统之间通过能量、质量相
互耦合作用, 系统模型复杂、约束多、目标多. 对于
这类系统的控制, 如果采用集中控制, 会受到计算速
度和装置规模的限制, 尤其是当一个或几个子系统
出现故障时, 集中式控制方式还会出现工作失效的
情况, 灵活性、容错性相对较弱[1−2]. 而全分散的控
制方法, 虽然具有较强的灵活性, 各局部控制器根据
各自的目标自主控制, 但由于控制器之间互不通信、
没有有效的协调机制, 对子系统间的耦合作用考虑
的较少, 也就造成了全分散控制方法难以保证系统
的鲁棒性和全局动态性能, 尤其是对强耦合系统问
题更为突出.

cation of China, Shanghai 200240
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随着计算机技术、网络通信技术、现场总线技

术、无线网络技术、智能化传感器、智能仪表技术

的发展, 控制算法可以直接在底层的控制单元和智
能仪表中实现, 并且这些单元之间可以通过网络进
行有效的通信. 这为分布式控制的实现提供了良好
的硬件条件, 并促进了分布式控制的广泛关注和迅
速发展[3−4]. 由于模型预测控制 (Model predictive
control, MPC) 采用反馈矫正、滚动优化的策略, 有
很强的处理约束的能力和优越的动态性能[5−8], 同
时, 预测控制能够预测系统未来控制输入和状态序
列, 进而能够有效地估计分布式系统各子系统间的
相互作用, 作为各子系统的前馈量来提高系统控制
性能. 因此, 兼具分布结构和预测控制特点的分布式
预测控制 (Distributed MPC, DMPC)[9] 应运而生,
并成为上述分布式系统控制优化问题的一个重要研

究方向[2, 10]. 然而, 分布式预测控制得到的整体优化
性能仍不如集中式预测控制[1−2].

国际上众多学者对分布式预测控制方法进行了

深入的研究, 并得到了很多有益的结果[2]. 涉及到
系统分解[11−12]、针对不同性能要求设计的协调策

略[13−14]、性能分析[15−16] 和实践应用[17−19] 等各个

方面. 为了提高系统性能, 最早也是最为简单的方式
是, 每个子系统控制器优化各自对应子系统的性能,
利用前一时刻其他子系统的未来状态序列求解当前

MPC 控制律[9]. 随后文献 [20] 给出了带有输入约
束的保稳定性控制器设计方法, 文献 [21] 进一步给
出了带有输入输出约束的稳定化 DMPC 设计方法.
这类方法结构简单、应用方便. 为了进一步提高系
统的性能, 文献 [22] 提出采用一种迭代方法求解控
制率, 当系统解收敛时, 这种方法得到的解纳什最优
(Nash optimality). 另外一种协调方法是各子系统
控制器优化系统的整体性能[23−24], 文献 [24] 给出
了无约束时, 系统的解析解和稳定条件, 并定性分析
了其能够提高性能的原因; 文献 [25] 进一步给出了
非迭代情况下, 带有输入约束的稳定化控制器的设
计方法; 文献 [26−27] 给出了含输入约束的该协调
策略下迭代算法稳定化控制器的设计方法, 并证明
了当系统收敛时, 所得到的解为帕累托最优 (Perato
optimality). 这种方法的优点是能够得到较好的整
体性能, 但该方法要求子系统控制器必须获得全局
信息, 网络需要全连通. 这是在分布式控制结构中不
希望出现的. 因为它会破坏分布式控制结构容错性、
灵活性好这一重要特征. 因此, 考虑到各子系统的
控制作用对其直接相关联的下游子系统的性能影响

最大, 文献 [25] 给出了一种不需要全局信息的协调
策略和该协调策略下稳定化控制器的设计方法. 该
方法中每个子系统控制器在求解控制律时, 不仅考
虑其自身子系统的性能, 而且优化其直接关联的下

游子系统的性能. 实践和仿真验证了该方法相对只
优化自身性能的协调策略, 能够获得更好的整体优
化性能[18, 28]. 由上可知, 这几种协调策略主要是通
过扩大子系统控制器优化的子系统范围来提高系统

的整体性能的, 但同时也增加了网络的连通度, 降低
了容错性. 这一点在文献 [15, 29] 已明确指出. 因
此, 能否找到一种分布式预测控制协调策略, 在不扩
大系统网络连通度的前提下提高闭环系统整体性能

呢？

本文针对此问题, 提出了一种新的分布式预测
控制协调策略, 该方法在各子系统预测控制器的性
能指标中加入输入变量对其下游子系统的影响的二

次函数, 使得在不增加网络连通度的前提下, 扩大
分布式预测控制的协调度, 进而提高系统的性能. 另
外, 本文给出了基于该协调策略的带输入约束的分
布式预测控制器的设计方法, 该方法设计的控制器
在初始可行的前提下, 相继可行并可保证被控系统
渐近稳定.
本文第 1 节对控制问题进行了详细描述; 第 2

节对分布式预测控制协调策略进行了简单的回顾;
第 3 节给出了本文提出的网络信息模式下分布式预
测控制的数学描述, 并设计了求解算法; 第 4 节对该
算法进行可行性和稳定性分析; 最后, 总结全文.

1 问题描述

如图 1 所示, 分布式控制结构中控制对象由多
个相互耦合子系统组成的, 每个子系统由一个独立
的控制器控制, 控制器与控制器之间通过网络交换
信息, 并采用一定的协调策略达到某一共同的控制
目标或整体性能. 如果子系统控制器所运行的控制
算法为模型预测控制, 则称为分布式预测控制.

图 1 分布式预测控制示意图

Fig. 1 The schematic of distributed model

predictive control

为了描述清楚, 设系统有 m 个相互关联的离散

时间线性子系统 Si, i ∈ P = {1, 2, · · · ,m} 和m 个

控制器 Ci, i ∈ P. 令子系统之间通过状态相互耦合.
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如果子系统 Si 受子系统 Sj, ∀j ∈ P 的影响, 称子系
统 Sj 为子系统 Si 的上游子系统, 子系统 Si 为子系

统 Sj 的下游子系统. 定义子系统 Si 的所有上游子

系统的序号集合为 Pu
i , 所有下游子系统的序号集合

为 Pd
i . 则各子系统动态可用如下方程描述:

xi,k+1 = Aiixi,k + Biiui,k +
∑
j∈Pu

i

Aijxj,k (1)

其中, xi,k, ui,k 分别为第 i 个子系统在 k 时刻的状

态和输入. Aii, Bii, Aij 和 Bij 为系数矩阵. 把所有
子系统模型综合在一起, 则可得到全系统模型:

xk+1 = Axk + Buk (2)

其中

xk = [ x1,k x2,k · · · xm,k ]T

uk = [ u1,k u2,k · · · um,k ]T

A =




A11 · · · A1m

...
. . .

...
Am,1 · · · Amm




T

B =




B11 · · · B1m

...
. . .

...
Bm,1 · · · Bmm




T

本文的研究目标为: 设计分布式预测控制, 在不
增加网络连通度的情况下, 使得闭环系统整体性能
指标 J(k) 最小. J(k) 定义如下:

J(k)=
N−1∑
l=0

(∥∥xk+l|k
∥∥

Q
+

∥∥uk+l|k
∥∥

R

)
+

∥∥xk+N |k
∥∥

P

(3)
其中, x̂k+l|k 和 uk+l|k 分别表示在第 k 时刻计算得

到的第 k + l 时刻系统的状态预估值和优化输入值.
权重系数矩阵 Q > 0, P > 0 和 R > 0 为正定对角
矩阵.

2 现有分布式预测控制的协调策略

目前, 已有许多不同的分布式预测控制算法, 可
按不同的方式进行分类. 按每个控制周期内控制器
之间交换信息的次数分类, 可分为迭代算法和非迭
代算法; 按网络连通度分类, 可分为全连通算法和非
全连通算法; 按系统的性能指标进行分类可分为基
于全局性能指标、基于局部性能指标或基于邻域 (作
用域) 性能指标的分布式预测控制方法. 一般情况
下采用迭代算法, 全系统的优化性能要好于非迭代
算法, 而非迭代方法通信次数和优化问题求解次数

少, 计算效率相对较高. 非全连通方法获取的信息范
围小, 不利于协调策略提高系统整体优化性能, 但该
方法相对全连通算法容错性灵活性高, 更符合分布
式控制的特点[1].
由于本文重点讨论分布式预测控制的协调策略,

因此, 这里按各子系统 MPC 的性能指标的分类方
式进行介绍:

1) 基于局部性能指标的 DMPC: 每个子控制器
利用上游子系统提供的未来状态序列和子系统模型,
预测当前子系统的状态演化, 通过优化求得控制器
最优解, 使得自身的局部性能指标 (5) 最小. 令 P ,
Q 为对角块矩阵, 满足

Q = block− diag{Q1, Q2, · · · , Qm}
P = block− diag{P1, P2, · · · , Pm} (4)

R = block− diag{R1, R2, · · · , Rm}
其中, Qi, Ri 和 Pi 为正定矩阵. 则每个子系统的性
能指标可写成:

Ji(k) =
N−1∑
l=0

(∥∥xi,k+l|k
∥∥

Qi
+

∥∥ui,k+l|k
∥∥

Ri

)
+

∥∥xi,k+N |k)
∥∥

Pi
(5)

这类控制器需要接收上游子系统的信息并发送

信息到下游子系统, 在网络结构上需要每个子控制
器与其直接关联的上下游子系统控制器连接. 对网
络的连通度要求不高, 系统的灵活性、容错性好, 且
结构简单、便于应用. 但这种方法各个子系统只关
注其自身的性能, 得到的系统整体性能还有待提到.
因此, 文献 [22] 提出一种迭代求解方法来提高该类
分布式预测控制的全局性能. 采用这种方法后, 系统
可达到纳什最优 (Nash optimality).

2) 基于全局性能指标的 DMPC: 子系统控制器
Ci 与所有子系统控制器进行信息交换, 获得其他子
系统前一次计算得到的输入序列, 利用全系统动态
模型预测未来状态序列, 优化全局性能指标:

J̄i (k) =
m∑

j=1

Jj(k) =

m∑
j=1

(
N−1∑
l=0

∥∥xj,k+l|k,i

∥∥
Qi

+
∥∥xj,k+N |k,i

∥∥
Pi

)
+

N−1∑
l=0

∥∥ui,k+l|k
∥∥

Ri
(6)

其中, xk+l|k,i 为在控制器 Ci 中计算得到的 k + l 时

刻全系统的状态预估值.
这种协调策略, 每个子系统需要得到全系统的

信息, 子系统之间必须相互连通. 相对基于局部性
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能指标的 DMPC, 该类方法对网络的可靠性要求高,
灵活性和容错性降低. 优点是能够得到较好的全局
最优性. 当采用迭代方法求解时, 如果满足收敛性条
件, 所得到的解为帕累托最优 (Pareto optimality).

3) 基于邻域性能指标的 DMPC: 考虑到子系统
Si 的控制量不仅对其本身的性能产生影响, 而且对
其下游子系统 Sj, j ∈ Pd

i 的优化性能产生影响. 因
此, 文献 [26−27] 给出了一种协调策略, 其中每个
子系统控制器 Ci 的性能指标中不仅包含其相应子

系统 Si 的性能, 而且包含其直接影响的子系统 Sj,
j ∈ Pd

i 的性能, 称为邻域优化或作用域优化. 优化
目标函数为

J̃i (k) =
∑

j∈{Pd
i ,i}

Jj (k) =

∑

j∈{Pd
i ,i}

(
N−1∑
l=0

∥∥xj,k+l|k,i

∥∥
Qj

+
∥∥xj,k+N |k,i

∥∥
Pj

)
+

N−1∑
l=0

∥∥ui,k+l|k
∥∥

Ri
(7)

其中, 这种协调策略能够明显改善系统的整体性能,
同时不需要全局信息. 但每个子系统需要与其上下
游子系统和所有下游子系统的上游子系统进行通信,
网络结构上每个子系统控制器与所有上下游子系统

和上下游子系统的上下游子系统连接, 相对于第一
种方法, 增加了网络的连通度.
由上面分析知, 以上方法主要是通过在增加子

系统的优化的性能指标所涉及的子系统的范围来提

高系统性能. 一般情况下, 系统协调度 (子系统的优
化范围) 越大, 系统的整体性能越好, 但同时需要增
加每个子系统获取信息的范围, 增加网络的连通度,
牺牲了系统的部分灵活性和容错性. 因此, 需要一种
能够在相同网络连通度的条件下, 提高系统整体性
能的协调分布式预测控制方法. 为解决这个问题, 本
文第 3 节提出了一种网络化分布式系统的协调预测
控制方法.

3 网络信息模式下协调预测控制

在本节中主要给出m 个子系统MPC 的优化问
题及求解算法. 该方法通过在性能指标中加入当前
输入对下游子系统的影响实现对相应子系统和下游

子系统的性能的优化, 扩大 DMPC 协调度. 令所有
子MPC 采用相同的预测时域 N , N ≥ 1, 且同步运
行. 在每个控制周期, 各子MPC 在网络上获得对应
子系统的上下游子系统的未来预估状态, 优化各子
MPC 相应子系统和下游子系统的性能 (加入当前输
入对下游子系统的影响的性能指标). 在介绍提出的

控制方法前, 首先, 做如下在非全局信息条件下设计
稳定化分布式预测控制中经常用到假设.
假设 1. 子系统 Si, ∀i ∈ P, 存在反馈控制律

ui,k = Kixi,k, 使得 Adi = Aii + BiiKi 的特征值

在单位圆内, 且系统 xk+1 = Acxk 渐近稳定. 其中,
Ac = A+BK, K = block−diag{K1,K2, · · · , km}.
假设 2. 矩阵

Ad = block− diag{Ad1, Ad2, · · · , Adm}
Ao = Ac −Ad

满足不等式

AT
o PAo + AT

o PAd + AT
d PAo <

Q̂

2

其中, Q̂ = Q + KTRK > 0. Pi 满足:

AT
diPiAdi − Pi = −Q̂i

Q̂i = Qi + KT
i RiKi

同时

AT
d PAd − P = −Q̂

由系统模型 (1) 可知, 对 ∀i ∈ P, 有如下预测模
型:

xi,k+l|k = fi,k+l|k =

Al
iixi,k +

l∑
h=1

Al−h
ii Biiui,k+h−1|k+

∑
j∈Pu

i

l∑
h=1

Al−h
ii Aijxj,k+h−1|k (8)

对上式求偏导有:

∂fi,k+l|k
∂uj,k+h−1|k

=
l∑

h=1

∂fi,k+l|k
∂xj,k+h|k

∂xj,k+h|k
∂uj,k+h−1|k

=

l−1∑
h=1

Al−h−1
ii AijBjj (9)

由于子控制器 Ci 的控制律不仅影响子系统 Si

的性能, 也影响其下游子系统的性能, 控制器 Ci 应

同时优化这两部分性能. 另外, 考虑到 k 时刻子系统

Si 的上游子系统的状态序列 xj,k+l|k 未知, 可采用
k + 1 时刻得到的输入和状态序列作为估计值. 定义
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性能指标:

JN
i (k) =

N−1∑
l=0

(∥∥xi,k+l|k
∥∥

Qi
+

∥∥ui,k+l|k
∥∥

Ri
+ (10)

∑

j∈Pd
i

∥∥xj,k+l|k−1 + ωiSji,k+l|k
∥∥

Qj


 +

∥∥xi,k+N |k
∥∥

Pi
+

∑

j∈Pd
i

∥∥xj,k+l|k−1+ωiSji,k+l|k
∥∥

Pj

其中

Sji,k+l|k = Al−h−1
jj AjiBji

(
ui,k+l|k − ui,k+l|k−1

)

加入加权系数 ωi 主要是为了提高优化问题的收敛

性.
预测模型为

xi,k+ l
k

= Al
iixi,k +

l∑
h=1

Al−h
ii Biiui,k+h−1|k +

∑
j∈Pu

i

l∑
h=1

Al−h
ii Aijxj,k+h−1|k−1 (11)

在预测控制中系统的相继可行性和系统的稳定

性是一个很重要的命题[30], 同样在分布式预测控制
中, 也是非常重要的问题. 为了保证系统稳定, 考虑
在优化问题中加入终端约束.
引理 1. 如果假设 1 和 2 成立, 则对于任意标

量 c, 集合

Ω(c) = x ∈ Rnx : ||x||P ≤ c

是闭环系统 xk+1 = Acxk 的正不变吸引域. 且存在
足够小的标量 ε, 使得对任意 x ∈ Ω(ε), Kx 为可行

输入, 即 U ⊂ Rnu
.

证明. 定义 Vk = ‖xk‖2

P . 沿闭环系统 xk+1 =
Acxk 对 Vk 做差分, 有:

∆Vk = xT
k AT

c PAcxk − xT
k Pxk =

xT
k

(
AdPAd − P + AT

o PAo + AT
o PAd +

AT
d PAo

)
xk ≤

−xT
k Q̂xk +

1
2
xT

k Q̂xk ≤
1
2
xT

k Q̂xk < 0

对所有 xk ∈ Ω(c) \ {0} 成立. 即所有起始于 Ω(c)
的状态轨迹会始终保持在 Ω(c)内,并渐近趋于原点.
由于 P 正定, Ω(ε) 可缩小至 0. 因此, 存在足够小的
ε > 0, 使得对于所有 x ∈ Ω(ε), Kx ∈ U . ¤

子系统 Si 的MPC 终端约束可以定义为

Ωi(ε) =
{

xi ∈ Rnxi : ‖xi‖Pi
≤ ε√

m

}
.

显然, 如果 x ∈ Ω1(ε)× · · · × Ωm(ε), 那么系统将渐
近稳定, 这是因为

‖xi‖2

Pi
≤ ε2

m
, ∀i ∈ V

说明
∑
i∈V

‖xi‖2

Pi
≤ ε2

因此, x ∈ Ω(ε). 假设在 k0 时刻, 所有子系统的状态
都满足 xi(k0) ∈ Ωi(ε),并且 Ci 采用控制律Kixi(k).
那么, 根据引理 1, 系统渐近稳定.

由上可知, 只要设计的 MPC 能够把相应子系
统 Si 的状态推到集合 Ωi(ε) 中, 那么就可以通过反
馈控制律使得系统稳定到原点. 另外, 在分布式预
测控制中, 子系统控制器预测未来时刻状态时, 用到
k − 1 时刻计算的预估值, 与基于当前时刻的预测值
存在一定偏差, 这个偏差使得构造 k 时刻 MPC 的
可行解变得困难. 因此, 需要加入一致性约束来限制
这个偏差. 下面给出本文提出的分布式预测控制方
法各子MPC 的优化问题.

问题 1. 在子系统 Si 中, 令 ε 满足引理 1,
k > 1. 已知 xi,k, x−i,k, ui,k+l−1|k−1, x+i,k+l|k−1

和 x−i,k+l|k−1, l = 1, 2, · · · , N . 搜索控制序列

ui,k:k+l−1|k, 最小化性能指标:

min
ui,k:k+l−1|k

JN
i (k)

满足约束 (11) 和

l∑
s=1

αl−s||xi,k+s|k − xi,k+s|k−1||2 ≤ ξκε

2
√

mm1

, (12)

l = 1, 2, · · · , N − 1

||xi,k+N |k − xi,k+N |k−1||Pi
≤ κε

2
√

m
(13)

||xi,k+l|k||Pi
− ||x̃i,k+l|k||Pi

≤ ε

µN
√

m
, (14)

l = 1, 2, · · · , N

ui,k+l−1|k ∈ Ui (15)

xi,k+N |k ∈ Ωi

(ε

2

)
(16)
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在上面的约束中

m1 = max
i∈P

{number of elements in Pu
i } (17)

αl = max
i∈V

max
j∈Pi

{
λ

1
2
max(Ā

l
iAij)TPjĀ

l
iAij

}
, (18)

l = 0, 1, · · · , N − 1

0 < κ < 1 和 0 < ξ ≤ 1 为设计参数, 将在第 4 节详
细说明.
以上优化问题中约束 (12) 和 (13) 为一致性约

束, 主要是保证系统的相继可行性. 它需要 k 时刻

系统的预测状态与 k − 1 时刻的预测状态相差不大.
约束 (14) 为稳定性约束, 在证明系统稳定

时需要. 其中, µ > 0 为设计参数, 需要满足式
(26); x̃i,k+l|k 为在 ui,k+l−1|k−1, l = 1, 2, · · · , N −
1; ui,k+N−1|k = Kixi,k+N−1|k 和 xj,k+1:k+N−1|k−1,
j ∈ Pu

i 作用下的状态轨迹. 并令 xi,k+N |k−1 =
Adixi,k+N |k−1.
值得一提的是, 为了保证系统的可行性, 这里的

定义的终端约束集为 Ωi(ε/2) 而不是 Ω(ε).
假设 3. 在初始时刻 k0, 所有子系统 Si, i ∈ P

存在可行控制律 ui,k0+l|k0 ∈ Ui, l = 1, 2, · · · , N − 1,
使得 xi,N+k0|k0 ∈ Ωi(ε/2), 且 J̃i(k0) 有界.

如果假设 3 成立, 那么可得到如下网络信息模
式下稳定化的分布式预测控制算法.
算法 1.
1) 初始化
初始化 xk0 , ui,k0+l|k0 , l = 1, 2, · · · , N , 满足假

设 3.
在 k0 时刻, 如果 xk0 ∈ Ω(ε), 那么对所有

k ≥ k0, 采用反馈控制 ui,k = Kixi,k, 否则, 计算
xi,k0+l+1|k0 并发送给上下游子系统.

2) 在 k 时刻更新控制律

接收 xi,k, xj,k+l|k−1, j ∈ Pi, 如果 xk ∈ Ω(ε),
那么应用终端控制 ui,k = Kixi,k, 否则, 解优化问题
1, 得到 ui,k:k+N−1|k, 并应用 ui,k|k 到系统 Si.

计算 xi,k+l+1|k 并发送给 Si 的上下游子系统.
3) 在 k + 1 时刻更新控制律
令 k + 1 → k, 重复步骤 2).
算法 1 中, 如果 Ωi(ε) 足够小, 可以一直采用

MPC 进行控制, 这时控制器可以把状态推进一个小
的 Ω(ε) 集合中. 下一节中将详细分析该分布式控制
算法的可行性和稳定性.

4 性能分析

在预测控制中系统初始可行, 则相继可行性和
系统的稳定性是一个很重要的命题[30]. 同样在分布
式预测控制中, 也是一个重要的问题. 相对于集中式

预测控制, 设计稳定化的分布式预测控制更为复杂
和具有挑战性. 下面分析本文设计的控制器的可行
性和稳定性.

4.1 可行性

这部分主要结果是: 如果系统在 k−1, k > 1时
刻可行, 那么在 k 时刻 ui,k:k+N−1|k = ui,k:k+N−1|k−1

为问题 1 的可行解. 即, ui,k:k+N−1|k, xi,k+1:k+N |k 满
足系统可行性约束 (12) 和 (13)、稳定性约束 (14)、
输入约束 (15) 和终端约束 (16).
另外, 由于 ui,k:k+N−1|k = ui,k:k+N−1|k−1, 有

||xi,k+l|k||Pi
− ||x̃i,k+l|k||Pi

= 0

满足稳定性约束. 因此, 只要证明 ui,k:k+N−1|k 满足
约束 (12)∼ (15) 即可.

引理 2. 如果假设 1 和假设 2 成立, 且在
任意 k − 1 ≥ 0 时刻, 问题 1 存在可行解, 满足
xi,k+N−1|k−2 ∈ Ωi(ε/2). 则:

xi,k+N |k−1 ∈ Ωi

(
ε′

2

)
(19)

的充分条件为 P, Q 满足:

max
i∈P

(ρi) ≤ (1− κ)2 (20)

其中, ε′ = (1− κ)ε.
证明. 由 xi,k+N |k−1 = Adixi,k+N |k−1 知, 当

ρi = λmax(AT
diAdi) ≤ (1− κ)2

时, 有 ||xi,k+N |k−1||Pi
< (1− κ)||xi,k+N |k−1||Pi

¤
引理 3. 如果假设 1 和假设 2 成立, 对任意

k ≥ 0, Si, i ∈ P, 问题 1 在 1, 2, · · · , k− 1 时刻都有
解, 且

m1

λmin(P )

l∑
h=0

αl−h ≤ 1

成立. 则对所有 l = 1, 2, · · · , N ,

∥∥x̃i,k+l|k − xi,k+l|k
∥∥

Pi
≤ κε

2
√

m
(21)

成立, 且 xi,k:k+N−1|k−1 满足约束 (12) 和 (13).
证明. 首先证明当 k − 1 时刻存在可行解时, 式

(21) 成立.
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1) 当 l = 1, 2, · · · , N 时, 根据式 (11) 有:

x̃i,k+l|k =

Al
ii


Aiixi,k−1+Biiui,k−1+

∑
j∈Pu

i

Aijxj,k−1


 +

l∑
h=1

Al−h
ii Biiui,k+h−1|k−1+

l∑
h=1

∑
j∈Pu

i

Al−h
ii Aijxj,k+h−1|k−1 (22)

和

xi,k+l|k−1 = Al
ii(Aiixi,k−1+Biiui,k−1 +∑

j∈Pu
i

Aijxj,k−1|k−2) +

l∑
h=1

Al−h
ii Biiui,k+h−1|k−1 +

l∑
h=1

∑
j∈Pu

i

Al−h
ii Aijxj,k+h−1|k−2 (23)

式 (23)−式 (22) 有:

x̃(k + l|k)− xi(k + l|k − 1) =
l∑

h=0

∑
j∈Pu

i

Al−h
ii Aij

(
xj,k+h−1|k−1 − xj,k+h−1|k−2

)

(24)

考虑在 k − 1 时刻 xi,k+1:k+N−1|k−1 可行, 满足约束
(12), 显然式 (21) 成立.

2) 当 l = N 时, 有:

x̃i,k+N |k = Ad,ix̃i,k+N−1|k+
∑
j∈Pu

i

Aijxj,k+N−1|k−1

xi,k+N |k−1 = Ad,ixi,k+N−1|k−1+
∑
j∈Pu

i

Aijxj,k+N−1|k−1

相减可得:

x̃i,k+N |k − xi,k+N |k−1 =

Ad,i(x̃i,k+N−1|k − xi,k+N−1|k−1) (25)

式 (21) 成立.
其次证明当式 (21) 成立时, xi,k:k+N−1|k−1 满足

约束 (12) 和 (14).
1) 当 l = 1, 2, · · · , N − 1 时, 把 xi,k+l|k, 代入

约束条件 (12) 中, 并考虑式 (21) 有:

l∑
s=0

αl−s||xi,k+h|k − xi,k+h|k−1||2 ≤

1
λmin(Pi)

l∑
h=0

αl−h||xi,k+h|k − xi,k+h|k−1||Pi
≤

1
λmin(P )

l∑
h=0

αl−h

κε

2
√

m

显然, 当
m1

λmin(P )

l∑
h=0

αl−h ≤ 1

时, xi,k+l|k 满足约束条件 (12).
2) 当 l = N 时, 由式 (25) 知, xi,k+N |k 满足约

束条件 (13). ¤
引理 4. 当假设 1 和假设 2 成立, 且问题 1 在

0, 1, · · · , k − 1, k > 0, 时刻有解, 则 ui,k+l−1|k−1 ∈
U , l = 1, 2, · · · , N , i ∈ P.

证明. 由于 k − 1 时刻有解, ui,k+l−1|k−1 ∈ U ,
l = 1, 2, · · · , N − 1. 因此, 只需证明 ui,k+N−1|k−1 ∈
U .

根据引理 2 和引理 3, 采用三角不等式, 有:

||x̃i,k+N−1|k||Pi
≤

||x̃i,k+N−1|k − xi,k+N−1|k−1||Pi
+

||xi,k+N−1|k−1||Pi
≤

(1− κ)ε
2
√

m
+

ε

2
√

m
=

ε√
m

因 此, xi,k+N−1|k ∈ Ωi(ε). 根 据 引 理 1,
ui,k+N−1|k−1 = Kixi,k+N−1|k ∈ U . ¤
引理 5. 当假设 1 和假设 2 成立, 且问题 1 在

0, 1, · · · , k − 1, k > 0 时刻有解, 则对 ∀i ∈ P 有
x̃i,k+N |k ∈ Ωi(ε/2).
证明. 由三角不等式有:

||x̃i,k+N |k||Pi
≤

||x̃i,k+N |k − xi,k+N |k−1||Pi
+ ||xi,k+N |k−1||Pi

<

κε

2
√

m
+

(1− κ)ε
2
√

m
=

ε

2
√

m

由此可见 x̃i,k+N |k 满足终端约束. ¤
定理 1. 如果假设 1 和假设 2 成立, 则在

k, k > 0 时刻, 对 ∀i ∈ P, ui,k+l−1|k−1, x̃i,k+l|k,
l = 1, 2, · · · , N 为问题 1 的可行解.
证明. 由引理 1∼ 5 可以直接得到定理 1. ¤
至此, 证明了提出 DMPC 算法的相继可行性,

下面证明系统的稳定性.
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4.2 稳定性

定理 2. 如果假设 1∼ 3 成立, 且控制率满足约
束条件 (12)∼ (16), 设计参数满足条件:

(N − 1)κ
2

+
1
µ
− 1

2
< 0 (26)

则, 应用算法 1, 系统 (1) 渐近稳定到原点.
证明. 根据算法 1, 当 xk 进入 Ω(ε) 时, 采用

反馈控制, 且反馈控制渐近稳定. 因此, 这里证明当
xk ∈ X \ Ω(ε) 时, 系统渐近稳定.
定义 Lyapuov 函数

Vk =
N∑

l=1

||xk+l|k||P

由约束 (15) 知:

||xi,k+l|k||P − ||x̃i,k+l|k|| ≤ ε

µN

有

Vk ≤
N∑

l=1

||x̃i,k+l|k||+ ε

µ

对 V (k) 求差分有:

Vk − Vk−1 ≤
−||xk|k−1||P +

ε

µ
+ ||x̃k+N |k||P +

N−1∑
l=1

(||x̃k+l|k||P − ||xk+l|k−1||P ) (27)

考虑 x(k) ∈ X \ Ω(ε), 有:

||xk|k−1||P > ε (28)

由定理 1 知:
||x̃k+N |k||P ≤ ε

2
(29)

由引理 3 知:
N−1∑
l=1

(||x̃k+l|k||P − ||xk+l|k−1||P ) ≤ (N − 1)κε

2
(30)

把式 (28)∼ (30) 代入式 (27) 有:

Vk − Vk−1 ≤ ε

(
−1 +

(N − 1)κ
2

+
1
2

+
1
µ

)

因此, 当
(N − 1)κ

2
+

1
µ
− 1

2
< 0

时, Vk − Vk − 1 < 0, 系统渐近稳定. ¤

由上分析可知, 当采用本文提出的控制器控制
系统 (1) 时, 如果在初始时刻存在可行解, 那么控制
器的优化问题在后续时刻将始终存在可行解, 并可
把系统渐近稳定到原点.

5 结论

本文首先对离散时间线性耦合大系统的分布式

预测控制协调策略进行了回顾, 在此基础上提出了
一种新的协调控制方法. 该方法不同于以往通过增
加子系统利用的信息范围或网络连通度来提高系统

协调度, 从而提高系统全局性能的协调策略, 它通过
在性能指标中加入当前输入对其下游子系统的敏感

度的二次函数, 实现了在不增加网络连通度的前提
下, 控制器的协调度的扩大. 同时给出了该协调策略
下稳定化控制器的设计方法. 该方法设计的控制器
在系统初始可行时, 可保证在后续时刻都有可行解
存在, 并能够使系统状态渐近稳定至原点. 针对非线
性系统, 设计该协调策略下稳定化的分布式预测控
制器是准备进一步开展的研究工作.

References

1 Scattolini R. Architectures for distributed and hierarchical
model predictive control — a review. Journal of Process
Control, 2009, 19(5): 723−731

2 Christofides P D, Scattolini R, Muñoz de la Peña D, Liu J
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